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Conclusions 

When the intensity distribution of a diffraction pattern 
from a crystalline material can be measured as separate 
distributions around the reciprocal lattice points sn, 
the average lattice function ~(x) (a repartition func- 
tion) satisfies certain conditions. In this case ~(x) is 
the sum of a monotonic function of x and a quasi- 
periodic function. The quasiperiodic part of the 
average lattice function describes the intensity distribu- 
tion of the diffraction pattern. Therefore the form func- 
tion, C(xm), of the coherently scattering region equals 
the volume integral of the peak of the average lattice 
function around the ruth node of the average lattice, 
and the coherently scattering region may be defined as 
a region of matter corresponding to the form function 
C(x). This function C(xm) represents the fraction of 
unit cells in the structure around the ruth average 
lattice point xm that contribute to coherent scattering. 
In addition, a peak of the average lattice function can 
be described by C(xm)fp(Xm, AX), where rp(Xm, AX)=0 
for ](ei. Ax)l >_ ½levi 2. 

We can determine from a powder diffraction pattern 
the projections on to the perpendicular to the reflecting 
planes C(t) and ~o(t,L) of C(x) and q~(x, Ax), if the dif- 
fraction lines can be measured separately; in this case 

~o(t,L) can be set at zero for IL l - l d .  Thus equations 
derived in a previous paper by La Fleur & Koopmans 
(1968) can be used for the determination of C(t) when 
the convergence of the series in the given expression for 
C(t) is sufficiently rapid, that is, when the distortions 
are sufficiently great. The Warren & Averbach method 
implies a certain inexactness in this case, even when the 
distribution functions are gaussian. However, if the 
series in the given expression for C(t) does not converge 
sufficiently rapidly, i.e. the distortions are sufficiently 
small, it is justifiable to apply the Warren & Averbach 
method. 

The author is greatly indebted to Dr K. Koopmans 
for some valuable discussions on the subject of this 
paper. 
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Using Takagi's theory of X-ray diffraction by a perfect crystal and the general theory of differential 
equations, a solution of Takagi's equations is given in the form of a linear combination of two unit 
vectors of the vectorial space formed by the solutions of these equations. The amplitude distribution 
inside the crystal is then the sum of two terms, each term being the convolution of a function depending 
on the amplitude distribution on the incident surface and one of the two principal solutions of Takagi's 
equation which are Hankel functions of the first and second kind, Ho ~ and Ho 2. This gives an extension 
of the notion of wave fields since this calculation can be done for any kind of incident wave on the en- 
trance surface. It is shown that these two 'generalized wave fields' present anomalous absorption. In 
the case of an incident plane wave or an incident spherical wave, these 'generalized wave fields' become 
identical with the usual wave fields of the dynamical theory. 

1. Introduction 

Les d6veloppements de la th6orie dynamique des ray- 
ons X pour les cristaux parfaits ont conduit/t  intro- 
duire la notion de champ d'ondes. Darwin, Ewald 
(1917), puis gaue (1931, 1960) ont montr6 qu'une onde 
incidente plane de polarisation donn6e et de vecteur 

d'onde OM=K(o 'o donnait naissance /t l'int&ieur du 
cristal ~ quatre ondes group6es en deux champs 

d'ondes; chaque champ d'ondes est constitu6 par la 
superposition de deux ondes planes ~'h et ~0 ins6pa- 
rables, dont les vecteurs d'onde se d6duisent l'un de 
l'autre par translation du r6seau r6ciproque. Les vec- 
teurs d'onde Kj~ et K0 men6s des noeuds H et O du 
r~seau r6ciproque qui se trouvent sur la sphere d'Ewald, 
ont donc m~me extr~mit6 P; lorsque l'6cart /~ l'inci- 
dence de Bragg de l'onde plane incidente varie, P 
d6crit la surface de dispersion, surface ~t deux nappes. 
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Pour une incidence donn6e, les points P1 et P2 carac- 
t6ristiques des deux champs d'ondes sont ~ l'intersec- 
tion de chacune des deux nappes de la surface de disper- 
sion et de la normale Mz ~ la face d'entr6e passant par 
M et les directions de propagation des deux champs 
d'ondes sont les normales 5. la surface de dispersion en 
P1 et P2. 

Par ailleurs, Kato (1961) a montr6 que lorsque 
l'onde incidente est une onde sph6rique (ce qui corre- 
spond mieux que l'onde plane 5. l'onde 6mise par le 
foyer d'une anticathode), l'amplitude de l'onde en un 
point p 5. l'int6rieur du cristal est encore la somme de 
deux champs d'ondes; mais les points caract6ristiques 
P1 et P2 de ces deux champs d'ondes sont alors con- 
jugu6s sur la surface de dispersion et tels que les nor- 
males v~ et v~ en Paet P2 soient parall~les 5. Ap, A 6tant 
le point de la face d'entr6e pour lequel les conditions 
de Bragg sont rigoureusement satisfaites. Dans ces 
deux cas particuliers (onde incidente plane et onde in- 
cidente sph6rique), il est donc possible de d6crire 
l'amplitude se propageant dans le cristal comme la 
superposition de deux champs d'ondes. L'existence 
physique de ces deux champs d'ondes est d'ailleurs 
attest6e par un certain nombre d'exp6riences. Authier 
(1961) a r6ussi 5. s6parer effectivement les deux champs 
d'ondes excit6s par une marne onde plane incidente. 
De plus, il est possible de faire interf6rer ces deux 
champs d'ondes; on obtient alors des franges dites de 
PendellSsung, suivant la terminologie d'Ewald qui en a 
fait la th6orie (Ewald, 1916). Ces franges ont 6t6 raises 
en 6vidence exp6rimentalement par Malgrange & 
Authier (1965) clans le cas d'une onde plane et par 
Kato & Lang (1959) darts le cas d'une onde incidente 
sph6rique. En outre, Borrmann a montr6 que les deux 
champs d'ondes 5taient in6galement absorb6s par le 
cristal (Borrmann, 1954). 

Par contre, lorsqu'on cherche l'amplitude se pro- 
pageant dans un cristal sur lequel tombe une onde de 
forme quelconque, on est oblig6 d'abandonner la 
repr6sentation sous forme de deux champs d'ondes, et 
les notions de points caract6ristiques et de surface de 
dispersion. En effet, le cas gSn6ral d'une onde incidente 
quelconque ne peut 8tre trait6 que par la th6orie de 
Takagi (1962). Or Takagi a montr6 que l'amplitude en 
un point du cristal est bien la somme de deux ondes 
ins6parables ~'0 et Na de vecteurs d'ondes d'origine 
O e t  H; mais les 6quations diff6rentielles de la th6orie 
de Takagi r6gissent les variations de gt0 et ~h, consi- 
d6r~s globalement; il devient impossible de faire ap- 
para~tre une d6composition de chacune des ondes 
~0 et ~'h en deux ondes constituantes. 

On perd ainsi le support g~om6trique de la surface de 
dispersion et il est alors difficile d'interpr6ter physique- 
ment par cette thSorie les exp6riences citSes plus haut 
qui mettent en 6vidence l'existence de la superposition 
de deux champs d'ondes dans les cas particuliers d'une 
onde incidente sph6rique ou plane. 

L'obj~t de cet article est de montrer qu'il est possible 
d'6tendre la notion de champs d'ondes au cas d'une 

onde incidente quelconque. Nous montrerons que la 
solution des 6quations diff6rentielles de Takagi r6gis- 
sant ~'0 (ou ~h), compte tenu des conditions aux limites 
impos6es par la face d'entr6e plane du cristal, est ob- 
ligatoirement la somme de deux termes. 

2, Expression de l'onde exeit6e dans le cristal par une 
onde incidente qnelconque 

2.1. Rappel des equations de Takagi 
Takagi cherche une solution de l'6quation de propa- 

gation d'une onde 5lectromagn6tique darts un milieu 
triplement p6riodique. I1 montre que dans le cas 5. deux 
faisceaux (cas off seulement deux noeuds O e t  H du 
r6seau r6ciproque se trouvent au voisinage de la sphSre 
d'Ewald, le champ 61ectromagn6tique peut ~tre reprS- 
senti, pour chacune des deux directions possibles de 
polarisation de l'onde incidente, par un champ scalaire 
de la forme: 

~,(r) = gth(r) exp (-- 2niKh. r) 
+gt0(r) exp ( -2n iK0 .  r) (1) 

off ~uh(r) et ~'0(r) sont des fonctions complexes, lente- 
merit variables du vecteur de position r et off Kh= 

K 0 -  h, h 6tant le vecteur O/4 du r~seau r6ciproque; Ko 
est choisi de la fagon suivante: 

K0 a m~me composante tangentielle par rapport 5. la 
face d'entr6e que le vecteur d'onde k0 de l'onde inci- 
dente, 6crite par Takagi sous la forme: 

~(~) = v/(~))(r) exp ( -2n iko .  r) . (2) 

K0 a pour module [K0] =kn off nest l'indice de r6frac- 
tion et k = 1/,t, le nombre d'ondes dans le vide. 

Son extr6mit6 est le point de Lorentz Lo, c'est-5.-dire 
que K0 satisfait rigoureusement aux conditions de 
Bragg (Fig. 1). 

Dans le cas 5. deux faisceaux, Takagi a montr6 que 
les fonctions ~'0(r) et Nh(r) satisfont au systbme d'6qua- 
tions aux d6riv6es partielles" 

3 ~0(r) = _ inkCz~v/h(r) 1 
OSo ] (3) 

•gth(r) _ inkCz~gto(r ) 
8sh 

off C =  1 ou cos 20 suivant l'6tat de polarisation de 
l'onde incidente (0 angle de Bragg). 

So et sh sont les coordonn6es dans les directions 
incidente et r6fl6chie respectivement. 

Zh est le deuxi6me terme du d6veloppement en s6rie 
de Fourier de la susceptibilit6 61ectrique: Z= 
Z0+Zh exp ( - 2 n i h .  r) 

Dans le cas d'un cristal parfait, le systSme (3) peut 
~tre transform6 en un syst~me d'6quations diff6renti- 
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elles du deuxi~me ordre ind6pendantes: 

_0_2_~° q_ 7~2k2C2XkX~{ffo=O 
~SoCgSn 

O2~l'th" Jr- ~2k2C2ZhX~Vh = 0 
OSoOSn 

(4) 

2.2. Resolution des dquations de Takagi par la mdthode 
des solutions eldmentaires 

Nous ne nous occuperons d6sormais que de l 'onde 
C/h, ~'0 6tant r6gi par la m~me 6quation diff6rentielle 
(mais avec des conditions aux limites diff6rentes). 

Le probl~me n'est compl~tement pos6 que lorsqu'on 
a joint h l '6quation: 

t~2~'lln "}- 7~2k2C2,x, nX~ = 0  ( 5 )  

OSoOSn 

les conditions aux limites impos6es 5  ̀ ~0'n. Ce sont" 
sur la face d'entr6e du cristal (un point de cette sur- 

face 6tant rep~r6 par un vecteur nots rs) • 

~un(r 0 = 0 et d'apr6s (2): 
O~n 
¢gsn (V)= - irckCzn~,o(r s) 

= - irckCxn~u(g)(r s) (6) 

0~,un ( r s )=  7_0 3~'n c~s0 ?n ¢gsn (rs) car ~un ne doit pas varier le 

long de la face d'entr6e du cristal. 

0~un 
- 0  (Fig.2) 

0x 

- - ~ n  = 0 et V ¢~n = 0 5. l'infini. 

Le probl6me de la r6solution de (5), compte tenu des 
conditions (6), est celui de la r6solution d'une 6quation 
aux d6riv6es partielles hyperbolique homogbne avec con- 
ditions aux limites homog~nes. Takagi effectue cette r6so- 
lution 5  ̀ l'aide de la fonction auxiliaire de Riemann et 
obtient ~'n sous forme d'une int6grale. Notre but 6tant 
de faire apparaitre la d6composition de ~un en deux 
termes ind6pendants, nous avons cherch6 5̀  r6soudre 
l '6quation (5) en utilisant le r6sultat g6n6ral de la 
th6orie des 6quations aux d6riv6es partielles d'apr6s 
lequel les solutions d'une 6quation diff6rentielle d'ordre 
n forment un espace vectoriel 5̀  n dimensions et peuvent 
donc s'6crire sous forme de combinaison lin6aire des n 
vecteurs de base de cet espace (voir Schwartz, 1966). 

La r6solution de l '6quation (5) s'effectue alors de la 
fa~on suivante: 

A 0 B 

3 

Fig.2. Dispositions relatives des axes de coordonn6es utilis6s. 
70 = c o s  ~o ,  ~h = COS ~ a .  

z z 

M 

i i 
I 

Fig. 1. Les vecteurs d'ondes utilis6s par Takagi sont: K0 = OL0et Kh = HLo. Le vecteur k0 de l'6quation (2) est k0 = OMo ayant 
m6me composante tangentielle que K0. 
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1. Conform6ment & la m6thode indiqu6e par Hada- 
mard (1964), nous transformons d'abord l'6quation 
hyperbolique (5) en une 6quation elliptique (l'int6r& de 
cette transformation apparaitra dans la deuxi6me 
6tape). 

Par le changement de variables 

9)h(X+iY)=s° } 
7o(X-iY)=sn (7) 

off 70=cos gt0, ),h=COS ~Un (Fig.2), l'6quation (5) de- 
vient: 

~2~//h ~2~b¢ h 
Ox--- T + ~ + a2~u~ = 0 (8) 

avec 
~r = 2rckCgz~xr, V-7oY~ . 

Les conditions aux limites portent alors sur la courbe 
F constitu6e: 

(a) de la droite X =  0, transform6e par (7) de la face 
d'entr6e du cristal (z=0);  [sur cette droite, les condi- 
tions impos6es sont" 

~ '~  (o, Y)=O 9,~(O,Y)=0 et --if-y- 

c39'~ (0, II)= - 2zcikCxhToNo (0, Y) (9) OX 

tion de l '6quation homog~ne 

D e ( R -  Ro) = 4rcfi(Ro) 

5 distribution de Dirac et on d6montre (Schwartz, 1966 
p. 137 et 143) que lorsque D est un op~rateur elliptique 
(d'ofi l'int6rat du changement de variables ci-dessus), 
la solution g6n6rale de l'6quation inhomog~ne D~u(R) 
=4rc0(R0) est obtenue par convolution de la fonction 
de point 0(R0) et d'une solution 616mentaire (ou d'une 
combinaison lin6aire de solutions 616mentaires). Autre- 
merit dit, les solutions 616mentaires d'une 6quation 
elliptique forment une base pour l'espace vectoriel des 
solutions de cette 6quation. 

La recherche des solutions 616mentaires de (8') est 
donc le pr6alable n6cessaire ~ sa r6solution. 

Une solution 616mentaire de (8') est telle que 

32e ( R - R o ) +  02e (R-Ro)+cr2e(R-Ro)=4~fi(Ro) 
8 X  2 

oh I R I = ( X ~ + Y  2, IRol = 1/x~+ Y] .  

La fonction e doit donc repr6senter le champ cr66 
en R par une source unit6 plac6e en R0. On sait (voir 
Sommerfeld, 1964 p. 47) que toute fonction du type: 

U(X, Y) log [al/(X ~ ) ( o ) 2 + ( Y -  Yo) 2] + V(X, Y) 

ce qui s'exprime encore en disant que le gradient de 
¢,~ normalement/~ F est -2nikCz~7o~o (0, I0.] 

(b) d'autre part, du demi cercle de rayon infini situ6 du 
c6t6 des X > 0  off 9'h--0 et V gh=0 .  

Dans le plan X, Y, nous devons maintenant chercher 
la solution d'une dquation elliptique homogOne du 
second ordre avec des conditions aux limites inhomo- 
g~nes. On sait, d'apr~s la th6orie g6n6rale des 6qua- 
tions aux d6riv6es partielles (voir par exemple, Morse 
& Feshbach, p. 795), que cette solution est 6quivalente 
/t celle de la m~me dquation elliptique inhomogkne avec 
conditions aux limites homog~nes. Plus pr6cis6ment, la 
solution cherch6e est la solution de l'6quation: 

off 

~3291~ 32{u h 
OX__ ~ + ~ + ~2~,~ = 4no(Xo, Yo) 

4rc0(X0, Y0) = ( V  9'h. n)x=o 

(8') 

avec conditions homog~nes sur F. 
Autrement dit, la condition aux limites inhomog6ne 

(Vq/h. n ) ¢ 0  encer ta ins  points fie F peut ~tre rem- 
plac6e par une distribution de charges de densit6 

1 
4re (V ~h • n)x=0 plac6e sur la droite X =  0 

2. Une telle 6quation se r~soud par la m6thode des 
solutions dldmentaires (Hadamard, 1964; Schwartz, 
1966). 

On appelle solution 616mentaire e(R-R0) d'un op6ra- 
teur diff6rentiel D relativement au point R0 toute solu- 

off U(X, Y) et V(X, Y) sont des fonctions r6gulibres 
telles que U(X, Y)---~ + 2 lorsque X-+Xo et Y--+ Y0, con- 
vient. 

Les solutions 616mentaires de (8') doivent, en outre, 
s'annuler & l'infini, ce qui impose de choisir pour e les 
fonctions 

ircH~[alR- R0[] et izrH2[al R - R0[] 

(Morse & Feshbach, 1953); H i e t  H 2 6tant les fonc- 
tions de Hankel d'indice z6ro et d'ordres 1 et 2. La 
fonction inH~[a]R-Ro[] repr6sente une onde cylindri- 
que convergente en R0. Ces fonctions sont lin6airement 
ind@endantes et forment une base pour l'espace vec- 
toriel des solutions de l'6quation (8). 

2.3. Expression de la solution gdndrale de l'dquation 
(8) ou (8') 

La solution g6n6rale de l'6quation (8) est donn6e par 
le produit de convolution 

~h(R) = y]h(X, Y) 

1 ¢3~ (R),{AizcH~(aR)+ BizcH~(aR)} 
4re O X 

(10) 

3~uh 
off ~ (R) est une distribution qui n'a de valeurs non 

nulles qu'aux points R s (0, is )  de la droite X =  0 (trans- 
form6e de la face d'entr6e). 
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Cette relation de convolution entre fonctions 
s'6crit sous forme int6grale" 

1 I O~h (O, ys) 
~,n(X, Y)= -~- x=o 3X 

x {Ai~rH~[a/)(zSr(-Y--YS)-2] 

+ B#rH~[a ~/X2+(Y - YS)Z]}dYS. 

Les constantes A et B sont d6termin6es par le fait 
que Vh (X, Y) doit atre reguli6re par X=0.  Compte 
tenu des formes asymptotiques des fonctions Ho ~ et 
Ho ~ lorsque leur argument tend vers 0, il faut que 
A = B = I .  

1 I~: OVn (O, YS)ir c 
~,~(x, Y)= T ~  ox  

x n~o[~r/X2+-(Y = ys)-2-] d y s  

1 \  ,+oo 3V~ (0, ys)iz~ 
+ 4-d o-oo o x  

× H~ota~/Xz+(Y-UX)ZldYS. (11) 

Pour obtenir l'expression de Vn en fonction des 
variables physiques So et sh, il suffit alors de remplacer 
X et Y par leurs expressions en So et sn donn6es par (7). 
En particulier ] R -  R s] = l/s0--~h~y0-~h. Voir Appendice. 

Remarque 1. Ce r6sultat est analogue 5. celui qu'on 
obtiendrait en appliquant le th6orbme de Green 5. la 
r6solution de (8) b. condition d'admettre pour fonction 
de Green du probl~me la fonction" inH~(alR-RS[) 
+inH20(a[R-R[S). Or, dans le cas d'une surface 
limite plane, on sait que la fonction de Green s'obtient 
par la m6thode des images (Morse & Feshbach, p. 8 1 2). 
On peut donc consid6rer inH~(a[R-RS[) comme 
l'onde envoy6e du point P(R) au point R s. L'image de 
P dans la droite X = 0  est un point P'(-X, Y) dont le 
vecteur de position est R' et inH~(aIR'-RS[)= 
inH2(alR-RS]) doit alors ~tre consid6r6e comme 
l'onde envoy6e par P '  en R s. 

Remarque 2. L'expression (1 1) de la solution g6n6rale 
de l'6quation (5) est identique 5. l'expression obtenue 
par Takagi 5. l'aide de la fonction de Riemann. Fonda- 
mentalement, cela tient au fait que la fonction de Rie- 
mann de l'~quation (5) est directement li6e aux solu- 
tions 616mentaires de (8). (Voir Appendice). 

3. Champs d'ondes g6n6ralis6s 

3.1. Notion de champs d'ondes gdnkralisds 
Les expressions (10) et (11) de ~h(X, Y) montrent que 

quelle que soit la distribution d'amplitude sur la face 
d'entr6e du cristal, Vh(X, Y) est toujours la somme de 
deux termes obtenus par convolution avec les deux 
solutions 616mentaires de l'6quation elliptique (8) 

ircH~ et ircH2o qui, elles, sont ind6pendantes de la forme 
de l'onde incidente. Nous conviendrons d'appeler 
champs d'ondes gdndralisds 1 le produit de convolution 

1 (gVh (R),HI(aR) 
V n l -  4z: 3X 

(associ6 au terme ~01 correspondant) 
et champ d'ondes gdndralisd 2 le produit 

1 0~'n (R),Ho(o.R). 
~n2- 4re 3X 

(12) 

On voit que l'existence de deux termes composant 
v/h(X, Y) donc des deux champs d'ondes g6n6ralis6s, 
est li6e 5. la nature m~me de l'6quation (8), donc, en 
demi~re analyse, 5. la nature mSme de la propagation 
des ondes 61ectromagn~tiques dans un cristal. Math6- 
matiquement ceci peut se formuler ainsi: c'est parce 
que les solutions d'une 6quation diff6rentielle aux 
d6riv6es partielles du deuxi~me ordre forment un 
sous-espace vectoriel ~ deux dimensions dans l'espace 
des distributions que Vh(X, Y) est une somme de deux 
termes du type (10). 

Ce r6sultat peut se g6n~raliser au cas dit 5. n faisceaux 
(cas off n points du r6seau r6ciproque se trouvent au 
voisinage de la sphere d'Ewald). Dans ce cas, on ob- 
tient par la th6orie de Takagi un syst~me de n ~qua- 
tions diff6rentielles du premier ordre analogue b. (3) 
portant s u r n  fonctions inconnues; ce syst~me peut 
~tre transform6 en n 6quations d'ordre n ind6pendantes. 
Les solutions de chacune de ces 6quations forment un 
espace vectoriel en g~n~ral d'ordre n et la solution 
g6n6rale de chacune des ~quations ind6pendantes est 
une combinaison lin6aire de n vecteurs de base de cet 
espace. 

Ainsi dans le cas 5. trois faisceaux, on obtient trois 
champs d'ondes g~n6ralis6s. En fait, comme il faut 
tenir compte des deux directions possibles de polarisa- 
tion de l'onde incidente ( a=  2nkC~/x~Z2h 1/70~ d~pend 

, /  

o 

\ 

P 

V 
Fig. 3. Syst6me d'axes utilis6. OS= R s; 

RS=~/Xs2q - Ys2-; OP= R; I/X2+ y2=R.  
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du facteur de polarisation C) on obtient six champs 
d'ondes g4n6ralis6s. 

Revenant au cash deux faisceaux, la remarque 1 ci- 
dessus nous permet, en outre, de donner une interpr6- 
ration physique de ces r6sultats: compte tenu de 
l'existence d'une surface de discontinuit6 plane (la face 
d'entr6e), h toute onde se propageant d'un point de la 
face d'entr4e R s vers P(R), le long de la direction 
R - R  s, il faut associer une onde 'r6fl6chie' se propa- 
geant le long de la direction R ' - R S ;  en un point du 
cristal on doit donc toujours consid6rer la superposi- 
tion de deux ondes (Fig. 3). 

3"2. Propri~tds des champs d'ondes gdn&alisds-Absorp- 
tion 

Si on fait varier la forme de l'onde tombant sur la 
face d'entr6e du cristal, les champs d'ondes g6n6ralis6s 
correspondants ont en commun d'atre obtenus par 
convolution d'une m~me fonction Ho ~ (resp. H~) avec 
une fonction variable. Ceci d6termine les propri6t6s 
communes h tousles champs d'ondes. 

En particulier les champs d'ondes g6n6ralis6s pr6- 
sentent le ph6nom~ne d'absorption anormale mis en 
6vidence par Borrmann pour les champs d'ondes ex- 
cit6s par une onde incidente plane. 

En effet, lorsque le cristal consid6r6 est absorbant, 
Zn est complexe et o" peut se mettre sous la forme 
a = ar + ia~. 

Par ailleurs, 

1/[s°(P)-s°(S)] [s~(P)-s~,(s)] L=IR-RS[= 
7o7~ 

> 
K(g ~ est le vecteur d'onde dans le vide K(g ) = OM (Fig. 1). 
Cette onde doit ~tre 6crite sous une forme identique 

(2): 
~/j (a) __ exp [ -  2ni(K(g ) - k0). r] .  exp ( - 2nik0. r) o p - -  

~(g)(r) est alors donn6 par: 

~u(g)(r) =exp [ -  2ni(K(g)-k0). r] 

= exp [ -  2niA T (x -  ~o z)] 
yo 

off AT est un param&re proportionnel h l'6cart de 
l'incidence de Bragg (AO-AOo) de l'onde incidente: 
AT=kTo(AO-AOo). 

Dans le syst6me (X, Y), ~(g)(r) s'6crit pour un point 
(0, its) de la transform6e de la face d'entr6e. 

~u(~))(0, ys) = exp [ -  2h i ( -  iA T sin 20 ys) = exp iz ys 
avec r = 2niA T sin 20 

3g/h (0, YS)=2nikCz~7o exp (ivY s) 
OX 

Les champs d'ondes g6n6ralis6s sont: 

! I  +°° 
~bChl(X~ Y ) =  4n 0-oo ( -  2nikCzhTo) 

exp (iv ys) { i~H~ia /X2~y_  yS)zl}ays 

~,h2(x, I9 = ~ ( -  2zikCZhro) 
exp (iz s) {inH~ [a~/22+--(-Y" Y S)Z]}dys. 

est proportionnel/t la profondeur z du point P. 
Pour des 6paisseurs suffisamment grandes 

et 

2 
HI°(crL)-+ n(O'r+ ia,)L exp (iarL) 

exp (-in~4) exp ( - m L ) ,  

/ 2 
HZ°(crL) "-+ n(Crr+ im)L exp ( -  iarL) 

exp (in/4) exp (mL). 

Si on reporte ces expressions dans (12), on voit que 
l'absorption subie par ~'hl est sup6rieure ~ l'absorption 
photo61ectrique normale, celle subie par ~ z  lui est 
inf4rieure et ceci quelle que soit l'onde incidente con- 
sid6r6e. N.B. La num6rotation des champs d'ondes est 
ici impos6e par l'ordre des fonctions de Hankel (~'nl 
correspond b. Ho~). Elle est l'inverse de celle qui est 
habituellement utilis6e. 

3.3. Exemples de calcul de champs d'ondes gdn&alisds 
(1) Cas d' une onde incidente plane 

Nous supposerons que l'amplitude de l'onde inci- 
dente est 6gale b. l'unit6 

~,(a) exp(-2niK(~ ) r) O p  ~ " * 

Les fonctions Ho Ie t  H02 peuvent ~tre d6velopp6es en 
ondes planes exp[iK(R-RS)]  de vecteurs d'ondes 
K(IKI = VK~ + Ky 2) quelconques. 

1 

exp [iK(R- RS)] 
K 2 - -  o-2 

- nlI+_~dKxexp(iK~X)I+~ dKu 

exp [iKu(Y- ys)] 
K2x + K ~ -  a 2 ~hl 

- 2nikCzhT° I ~  dKx exp 2 

x dKy k2 _ 2 

x I~:  exp [i(r- Ky) ys]dys. 

Soit, en appliquant aux int6grales en ys et en Ku le 
th6or6me int6gral de Fourier: 



~///z I = 

Xo 
Yo = i sin 20 

+ 2nikCznT° l ~  

exp (iKxX) exp (ivY) 
(2n). o 

o-2-- z2-  K~ 2 

Cette int6grale se calcule par la m6thode des r6sidus. 
Comme Ho ~ doit repr6senter une onde divergente et 
6tant donn6 que X est toujours >0, nous pouvons 
prendre comme chemin d'int6gration le contour Cx 
de la Fig. 4, ferm6 dans le demi plan sup6rieur par un 
demi cercle de rayon infini. 

1 
Vnl= ikCznTo(2ni) exp (i~/a-TZ-z z) exp (ivY) 2¢-~---~2.2. 

Soit en introduisant le param6tre 

A T sin 20 AA T sin 20 

kV?-hT /  Z =  0r. 

utilis6 par Authier (1961): 

1 C Zn 1/70  
~ 'nx(x,z)=-  2 ICl 

z V,1 + r/z 
exp in-~- exp [-2rciAT(x - ~-L° z)]. (13a) 

x 1 + r/2 70 

De m~me 

1 C X~ ] / /70 
Vnz(X,Z)- 2 ICI Vxnxn 7n 

z 
exp -- in ~-- V1 + r/z 

V1 +r/2 
- - e x p  [-2rdz/T(x - ~o z)]. (13b) 

70 

Les expressions (13a) et (13b) sont celles donn6es par 
la th6orie dynamique classique. 

(2) Cas d'une onde incidente sph&ique 
L'onde incidente (d'amplitude unit6) s'6crit (voir 

Authier & Simon, 1968): 

1 
~u(~)(r) = 4~ro exp [ -  ink --ro ( x -  x0) 2] 

x exp ( -2n iko.  r).  

La signification de x0 et r0 est indiqu6e sur la Fig. 5. 
r0 est consid6r6 comme constant Ie long de Ia face 
d'entr6e. 

En coordonn6es X, Y, ~g) s'6crit pour un point de la 
droite X=  0: 

1 7o ~,(g)(0, ys) = ~ exp [ink --ro sinz 20(YS- Y°)2] 

off 

soit encore" 

)(o, y s )  = _ _  

F 

1 
4~zro exp [inaz( Y s -  Y0) z] 
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3 

Fig. 5. Cas d 'une onde incidente sph6rique. O l=xo ,  ~ = r 0 ,  

O S = x .  

Contour C~ 
\ 

. . . . . .  . , , . ___  ~ 

Im Kx 

Plan Kx 

__ __~_ \ 'ReKx 

+ ~  Contour C2 

Fig. 4. L'iut6gration en Kz se fait dans le plan complexe le long du contour C1 ferm6 par un demi-cercle de rayon infini vers le 
haut pour ght et le long du contour C2 ferm6 par un demi-cercle de rayon infini vers le haut pour gn2. 
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en posant: 

a2 _- kT~ sin220. 
ro 

On en d6duit" 

1 
~3~h (0, ys)= -2~zikCz~7o 4zcr0 exp [#za 2 ( i s _  Yo)2] 

Comme pr6c6demment, nous d6velopperons les fonc- 
tions H a e t  Ho 2 en ondes planes exp iK(R-RS) .  Le 
champ d'ondes g6n6ralis6 1 s'6crit alors: 

1) (-:. 

' exp (iKu Y) 
x l ~ : d K z e x p ( i K x X ) i ~ d K u  a-2_Kx~._K~z 

x I ~ : d y S e x p ( - i K u Y S )  exp[irca~(yS-Yo)Z]. 

On sait que la transform6e de Fourier d'un produit 
de fonctions est 6gale au produit de convolution de 
leurs transform6es de Fourier, multipli6 par ~/~ ;et 
que cette transformation est r6ciproque. Appliquant 
cette propri6t6 au calcul des int6grales en K u et Kz, on 
obtient: 

1 1 znC 
~'nl = 2 4zcr~ exp irc/4[/kro sin 20 

x H~[af(2-2~-(Y - Y0)Z]. 

De m~me 

1 1 expizr/4 kV~0 zhC 
~bch2- 2 4zcr0 sin 20 

x H~d[aV(X z + (Y.- Yo)21. 

La somme de ces deux termes est h u n  facteur num6ri- 
que pros identique ~t l'expression donn6e par Kato 
(1961). 

4. Conclusion 

Nous venons de montrer que l'existence de champs 
d'ondes g6n6ralis6s h l'int6rieur du cristal est une con- 
s6quence directe de la nature de la propagation des 
rayons X dans les milieux triplement p6riodiques. Le 
nombre des champs d'ondes g6n6ralis6s est 6gal au 
degr6 des 6quations diff6rentielles r6gissant cette pro- 
pagation. Dans le cas ~t deux faisceaux, on obtient donc 
deux champs d'ondes g6n6ralis6s et ceci quelle que soit 
la forme de l'onde incidente dans le vide. 

La m6thode de r6solution employ6e permet, en 
outre, de traiter d'autres probl6mes de th6orie dynami- 
que, en particulier les probl~mes de propagation dans 
des cristaux d6form6s. En effet, les 6quations diff6renti- 
elles h r6soudre sont encore du type (5), (6ventuelle- 
ment avec un terme suppl6mentaire du premier ordre - 
Takagi, 1962) et peuvent donc encore ~tre mises sous 
forme d'une 6quation elliptique du type (8) (off a 

d6pend du gradient de d6formation). Les conditions 
aux limites (6) sont ~t remplacer par d'autres conditions 
sp6cifiques des probl~mes 5. traiter. Mais, de toute 
fagon, la solution g6n6rale est encore obtenue par con- 
volution de fonctions d6pendant de ces conditions aux 
limites avec les solutions 616mentaires des 6quations 
mises sous forme elliptique. 

I1 est ainsi possible de traiter aussi les probl~mes de 
diffraction par une fente ou un ill, plac6s h l'int6rieur 
du cristal, c'est-h-dire des probl~mes correspondant b. 
des d&ormations ~ tr~s fort gradient. 

On sait (Balibar, 1968) que dans le cas d'une onde 
plane incidente dans le vide, il y a alors cr6ation de 
nouveaux champs d'ondes. De la marne fagon, pour 
une onde incidente dans le vide quelconque, l'effet de la 
diffraction par la fente ou le fil plac6s h l'int6rieur du 
cristal sera de cr6er de nouveaux champs d'ondes 
g~n6ralis6s. De plus, il serait int~ressant d'6tudier 
l'6volution des champs d'ondes g6n6ralis6s lorsque le 
gradient de d&ormations devient de plus en plus fort 
et d'estimer pour quel ordre de grandeur des d&orma- 
tions il y a cr6ation de nouveaux champs d'ondes 
g6n6ralis6s. Ceci doit permettre d'interpr6ter les images 
de dislocations obtenues par topographie. 

Enfin, notons que la m6thode des champs d'ondes 
g6n6ralis6s permet de calculer la distribution d'inten- 
sit6 sur la place de sortie d'un cristal contenant un plan 
de faute. 

Je remercie Monsieur Authier qui a suscit6 et dirig6 
ce travail et dont les conseils et l'aide constante m'ont 
permis de le mener h bien. 

Je tiens 6galement ~ remercier D.Simon pour ses 
suggestions. 

A P P E N D I C E  

En revenant aux coordonn6es So et sh (Fig. 2), on re- 
trouve l'expression de ~u~ donn6e par Takagi (commu- 
nication priv6e) et utilis6e par Authier & Simon (1968). 

En effet (11) devient: 

sin 20 \ 0z z=o 

I-1H~ [a . . . . .  [/(so(P)-sS) (S~(P)-sS)]/~ 

1 [ ¢(~o(P))- s s) (sh(P) - sS) 
+ 2- [ o 7;;7  dx,  

off s s e t  s s sont les coordonn6es d'un point de la sur- 
face z = 0  d'abscisse x. Compte tenu de (6), et de la 
relation Hlo(O)+ H2(o)=2Jo(O), ~uh s'6crit: 

~ h( P ) -- -- irck CXh To 

[ ¢t2-x - ] dx So t2.klCI sinY0 
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avec l= OA = OB (Fig. 2). 
Dans cette expression la fonction 

J°(B ~-12---~) ( B= 2~kC }/-~-~~ sin~/~-~ ) 2 0  

est Ia fonction de Riemann associ6e ~t l'6quation (5). 
Cette fonction est li6e aux solutions 616mentaires de 
l'6quation (8): en effet, on montre en tMorie g6n6rale 
des 6quations aux d6riv6es partielles (Hadamard 1964, 
p. 182) que la fonction de Riemann n'est autre que le 
coefficient du logarithme dans la solution 616mentaire 
mise sous forme: 

U(X, Y) log ( a iR-R0l )+  V(X, Y) 

(voir paragraphe 2.2). Effectivement le d6veloppement 
des fonctions 

ircH~(aIa- R01) et i~H2(trl R -  R01) 

(pour R voisin de R0) donne: 
a lR-R0l  

izcHo1[trlR- Rol] = 2Jo(crlR- Ro[) log 2 

+ une fonction r6guli~re de IR-Ro[ et 

l a R -  R01 
ircH:~[alR- R0l] = 2J0(alR- R0l) log - -  2 

+ une fonction r6gulibre de [R-R0[ (voir Morse & 
Feshbach, p. 627). 

II faut noter que ce n'est que par hasard que la fonc- 
tion de Riemann J0 est proportionelle h la somme des 
deux solutions 616mentaires du problbme; il n'en est en 
g6n6ral pas ainsi. 
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M6thode Nouvelle de Construetion des Groupes Magn6tiques 

BY J. SIVARDII~RE 

Laboratoire de Diffraction Neutronique, Centre d'Etudes NucHaires, Bo#e Postale 269, Grenoble, France 

(Recu le 16 avril 1969) 

The determination of real one-dimensional representations of a group is equivalent to the determination 
of its invariant subgroups of index two. This idea is used to construct and classify the magnetic space 
groups. 

Introduction 

Soit G un groupe cristallographique; pour rechercher 
les groupes magn6tiques qui s'en d6duisent, deux 
m6thodes peuvent ~tre utilis~es: 

(1) On recherche tous les  sous-groupes invariants 
H~ d'indice 2 de G e t  on remplace les 61~ments du 
deuxi~me complexe par les antiop~rateurs correspon- 
dants, &off des groupes magn~tiques G~ isomorphes 
de G. 

(2) On recherche toutes les representations F~ r6elles 
et de dimension 1 de G, et on remplace les 61~ments 
ayant pour caract~re - 1  par les antiop6rateurs corre- 
spondants. 

Les deux m6thodes sont 6quivalentes puisque les 
repr6sentations/'~ r6elles et de dimension 1 ont pour 
noyaux les sous-groupes invariants H~ d'indice 2. Si G 

est un groupe ponctuel (Sivardi6re, 1969a), ces 
deux m6thodes sont aussi simples l'une que l'autre; par 
contre si G est un groupe d'espace Ge, la deuxi~me 
m6thode, d6velopp6e ici, semble plus syst6matique que 
la premiere. 

Dans une premiere partie, on recherche Ies repr6sen- 
tations irr~ductibles des groupes d'espace r6elles et de 
dimension 1; dans une deuxi~me partie, on en d6duit 
une classification des groupes d'espace magn6tiques; 
les r6sultats sont compar6s ~ ceux de Opechowski et 
Guccione (1961); on envisage enfin, dans une troisi~me 
partie, le cas des groupes d'espace color6s. 

Ge 
G 

Principales notations utilis~es 

Groupe d'espace. 
Groupe ponctuel d'616ments c~ (identit6 e). 


